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Cet article donne une description complète des extensions abéliennes faiblement
et sauvagement ramifiées de Qp. A l’aide de celle-ci, on prouve que l’idéal racine
carrée de la codifférente d’une extension galoisienne faiblement ramifiée de Q de
groupe de Galois G est un Z[G]-module libre, sous l’hypothèse que les groupes de
décomposition aux places sauvages sont abéliens. On donne aussi deux exemples
d’extensions faiblement ramifiées non abéliennes de Q, dont l’une vérifie les
hypothèses du résultat principal. © 2001 Elsevier Science
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1. INTRODUCTION
Une extension finie galoisienne N/K de corps de nombres est dite
faiblement ramifiée si, pour tout idéal premier ^ de l’anneau d’entiers ON,
le deuxième groupe de ramification G2(^) est trivial. Une telle extension est
soit modérément ramifiée (si tous les premiers groupes de ramification sont
triviaux), soit sauvagement ramifiée. L’arithmétique des extensions modé-
rément ramifiées a fait l’objet de nombreux travaux [12]. On s’intéresse
dans cet article aux extensions faiblement et sauvagement ramifiées.
Peu d’exemples de telles extensions apparaissaient jusqu’à présent dans la
littérature (voir [9]). Pourtant, les extensions faiblement ramifiées jouent
un rôle particulier dans différentes questions (problèmes liés à la théorie de
Galois inverse explicite, arithmétique de la racine carrée de la codifférente).
Ainsi, les polynômes fournis par les tables du logiciel Magma [3] comme
équations d’extensions galoisiennes de Q de groupe de Galois donné
engendrent souvent des extensions faiblement ramifiées, au moins lorsque 2
ou 3 divisent l’ordre du groupe, car ce sont elles qui minimisent le
discriminant. On donne dans le paragraphe 6.1 un exemple d’extension
sauvagement et faiblement ramifiée non abélienne obtenue de cette façon.
Dans sa thèse [8], Eichenlaub réalise des extensions galoisiennes de Q(t)
de groupe de Galois donné G (avec G … Sn et 8 [ n [ 11), où t est une
indéterminée. En spécialisant t en des valeurs entières, on obtient une
famille infinie d’extensions galoisiennes de Q de groupe de Galois G.
L’étude de la ramification dans une telle famille permet souvent d’en
extraire une sous-famille elle aussi infinie d’extensions faiblement ramifiées
(voir [20] pour le cas G 4 C9 z C3).
Enfin, un autre domaine où les extensions faiblement ramifiées surgissent de
façon inattendue est celui des problèmes de plongement (voir l’exemple 6.2).
On commence cet article par l’étude des extensions faiblement ramifiées
de Qp où p est un nombre premier impair. Les contraintes sur la ramifica-
tion sont suffisamment fortes pour que l’on puisse expliciter toutes celles
qui sont abéliennes. C’est l’objet de la partie 2. Etant donné un nombre
premier p impair et une racine primitive p2-ième de l’unité z, on montre que
la sous-extension L de degré p de Qp(z) est faiblement ramifiée. Puis, ayant
fixé une clôture algébrique Qcp de Qp et notant, pour tout entier m, Qp{m}
l’unique extension non ramifiée de degré m de Qp contenue dans Q
c
p, on
obtient le résultat:
Théorème 1.1. Soit n \ 1 un entier divisible par p. Alors les extensions
abéliennes sauvagement et faiblement ramifiées de Qp de degré n sont les
sous-extensions de degré n de L.Qp{n} distinctes de Qp{n}.
Il est à noter que ce résultat permet de construire facilement des extensions
abéliennes faiblement ramifiées de Q.
L’intérêt pour les extensions faiblement ramifiées s’est d’abord manifesté
dans des problèmes de structure galoisienne et c’est sous cet aspect que cet
article les aborde dans un deuxième temps. Lorsque N/K est une extension
finie galoisienne de corps de nombres de groupe de Galois G, on sait par le
théorème de Nœther que l’anneau d’entiers de N est un OK[G]-module
localement libre si et seulement si l’extension est modérément ramifiée. Erez
a montré un résultat similaire pour les extensions faiblement ramifiées de
degré impair, dans lequel l’anneau d’entiers est remplacé par un idéal
fractionnaire AN/K que l’on va maintenant définir.
Si l’on suppose que N/K est de degré impair, on sait qu’il existe un idéal
fractionnaire AN/K de l’anneau d’entiers de N qui vérifie:
(AN/K)2=(DN/K)−1
où DN/K est la différente de l’extension. On appelle AN/K l’idéal racine
carrée de la codifférente. De par les propriétés de la différente, AN/K est
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stable sous l’action de G, ce qui en fait un OK[G]-module et donc un
Z[G]-module. Il est en outre auto-dual pour la forme trace, si bien qu’on
peut le munir d’une structure de réseau entier unimodulaire. Les résultats
concernant ce réseau sont à trouver dans [9]. Il est à noter que la famille
d’extensions faiblement ramifiées obtenue dans [20] permet des calculs
explicites sur le réseau qui montrent en particulier qu’il n’est pas toujours
isométrique à Z[G] muni de sa forme standard.
C’est à la structure galoisienne de AN/K que l’on s’intéresse dans les
parties 3, 4 et 5 de cet article. L’analogue du théorème de Nœther s’énonce
comme suit: AN/K est un OK[G]-module localement libre si et seulement si
l’extension N/K est faiblement ramifiée [10, théorème 1].
On se place dorénavant sous l’hypothèse de ramification faible. Comme
dans le cas de l’anneau d’entiers, se pose alors la question de savoir si AN/K
est un Z[G]-module libre. [10] apporte deux réponses partielles à cette
question. D’une part, si M est un ordre maximal de Q[G] contenant Z[G],
alors AN/K éZ[G] M est un M-module libre; d’autre part, si N/K est
modérément ramifiée, alors AN/K est un Z[G]-module libre.
La difficulté pour obtenir une réponse plus complète (du moins tant
qu’aucun contre-exemple n’est découvert) est que cela demande de trouver
une relation nouvelle entre sommes de Gauss et résolvantes locales à une
place sauvagement ramifiée. Les travaux récents qui répondent à des ques-
tions similaires le font grâce à des hypothèses restrictives. Ainsi, [19] étudie
la structure galoisienne de l’anneau d’entiers d’une extension finie abélienne
de corps de nombres tandis que [6] se concentre sur les extensions finies
galoisiennes de Q dont les premiers groupes de ramification (aux places
sauvages) sont abéliens, facteurs directs du groupe de décomposition et
distingués dans le groupe de Galois. Le résultat présenté ici se restreint
aussi au cas d’une extension absolue; il fait intervenir une hypothèse un peu
moins forte sur les groupes de décomposition aux places sauvages.
Théorème 1.2. Soit N/Q une extension faiblement ramifiée de degré
impair, de groupe de Galois G. On suppose que les groupes de décomposition
aux places sauvages sont abéliens. Alors AN/Q est un Z[G]-module libre.
Ce résultat est obtenu grâce à la connaissance des extensions abéliennes
faiblement ramifiées de Qp (théorème 1.1), qui permet le calcul explicite de
la somme de Gauss et de la résolvante locales aux places sauvagement
ramifiées. Il semble que de nouvelles idées soient nécessaires pour l’élargir à
toutes les extensions faiblement ramifiées de corps de nombres de degré
impair. Dans cette optique, un article récent de Byott [4] montre une voie
pour passer au cas relatif en décrivant les extensions abéliennes d’une
extension finie F de Qp grâce aux corps de division associés à des groupes
formels de Lubin–Tate. Cela lui permet notamment de prouver que
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l’anneau d’entiers d’une extension abélienne faiblement ramifiée de F est
libre sur son ordre associé et de décrire celui-ci.
On présente maintenant le plan de la démonstration du théorème 1.2.
L’hypothèse sur la ramification et le théorème 1 de [10] permettent de
considérer l’image de AN=AN/Q dans le groupe des classes Cl(Z[G]) de
Z[G]-modules localement libres. On note (AN) la classe d’isomorphisme
qu’il y définit. Comme G est d’ordre impair, on sait que AN est un
Z[G]-module libre si et seulement si (AN) est triviale. On est donc ramené
à travailler dans Cl(Z[G]), dont il est nécessaire d’avoir une description
adaptée. C’est pourquoi on introduit dans la partie 3 la Hom-description
de Fröhlich de Cl(Z[G]) en terme de quotient d’un groupe d’homomor-
phismes équivariants sur les caractères virtuels de G, laquelle se révèle avoir
de très bonnes propriétés fonctorielles. On donne un représentant de (AN)
dans ce groupe quotient, inspiré de celui utilisé dans [10] et adapté à la
situation considérée dans cet article.
La partie 4 est consacrée à son étude aux places modérées. Les résultats
de Taylor obtenus dans l’étude des anneaux d’entiers [18] y jouent un rôle
essentiel. La partie 5 contient l’étude aux places sauvages. Les hypothèses
(ramification faible et groupes de décomposition aux places sauvages
abéliens) permettent de faire usage des résultats de la partie 2 (essentielle-
ment le théorème 1.1). On arrive alors à calculer explicitement la résolvante
et la somme de Gauss qui composent le représentant et il ne reste qu’à
constater que l’expression trouvée a la forme souhaitée. Le théorème 1.2 se
déduit alors des théorèmes 4.1 et 5.1.
Remarque 1.1. Le théorème 1.2 renforce les résultats de [10], dans le
cas où l’extension est absolue. On introduit le groupe noyau de l’extension
des scalaires D(Z[G]), défini par la suite exacte:
1Q D(Z[G])Q Cl(Z[G])Q Cl(M)Q 1.
Le fait que AN éZ[G] M soit un M-module libre équivaut à l’appartenance
de (AN) au groupe noyau D(Z[G]). Lorsque G est un p-groupe d’ordre pn
(p \ 3 premier), un théorème de Ullom [7, 50.19] assure que l’exposant de
D(Z[G]) divise pn−1. Ainsi, dans l’exemple 6.1 où G 4 C9 z C3, le résultat
d’Erez [10, théorème 2] entraîne que l’ordre de (AN) dans Cl(Z[G]) divise
9. On peut maintenant affirmer que cette classe est triviale.
Dans un troisième temps (partie 6), cet article présente les deux exemples
d’extensions faiblement ramifiées de Q annoncés ci-dessus. Dans les deux
cas, le groupe de Galois de l’extension est non abélien d’ordre 27 d’expo-
sant 9. On peut remarquer que ces deux extensions éclairent deux aspects
distincts du théorème 1.2: la première en satisfait les hypothèses, montrant
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que son champ d’application n’est pas vide; la seconde ne les satisfait pas,
mais le calcul permet d’y trouver une base normale pour la racine carrée de
la codifférente, comme dans tous les exemples connus de l’auteur [20].
L’étude de la structure galoisienne de la racine carrée de la codifférente
dans les p-extensions faiblement ramifiées de Q est en cours et fera l’objet
d’un article ultérieurement.
2. EXTENSIONS ABÉLIENNES FAIBLEMENT RAMIFIÉES DE Qp
Dans cette partie, on fixe un nombre premier p supérieur ou égal à 3 et
on s’intéresse aux extensions N/Qp abéliennes de groupe de Galois G qui
sont faiblement ramifiées, ce qui signifie que le deuxième groupe de
ramification G2(N/Qp) est trivial.
Parmi ces extensions, il y a bien sûr celles dont le premier groupe de
ramification G1(N/Qp) est trivial, les extensions modérément ramifiées. Les
problèmes de structure galoisienne associés à ces dernières ayant été étudiés
dans de nombreux articles, on se restreint ici à la famille complémentaire,
c’est-à-dire les extensions abéliennes sauvagement et faiblement ramifiées.
On adopte en conséquence la terminologie suivante.
Définition 2.1. On dira qu’une extension finie de Qp est pure si elle est
abélienne, sauvagement et faiblement ramifiée.
On commence par préciser quelques notations. On fixe une fois pour
toutes une clôture algébrique Qcp de Qp; pour toute extension K de Qp
contenue dans Qcp et pour tous entiers f, m \ 1, on note K{f} l’unique
extension non ramifiée de degré f de K contenue dans Qcp et K[m] le corps
obtenu en adjoignant à K les racines m-ièmes de l’unité dans Qcp.
On introduit maintenant un exemple d’extension pure qui jouera un rôle
important dans la suite de cette partie.
Proposition 2.1. La sous-extension L de degré p de Qp[p2] est pure et
totalement ramifiée.
Preuve. Qp[p2]/Qp étant totalement ramifiée, il est immédiat que
L/Qp est totalement et donc sauvagement ramifiée. Soit m=vL(DL/Qp ).
Comme Qp[p2]/L est modérément ramifiée, on a l’égalité:
DQp[p2]/Qp=^p−2+m(p−1)
où ^ est l’idéal de valuation de Qp[p2]. Comme dQp[p2]=pp(2p−3), on en
déduit que m=2(p−1) et, compte tenu de la formule de Hilbert pour la
valuation de la différente [15, IV, proposition 4], que G2(L/Qp)={1}. L
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Remarque 2.1. Cet exemple illustre le mauvais comportement de la
ramification faible par rapport à la composition des extensions. En effet,
Qp[p2]=L.Qp[p] est un composé non faiblement ramifié de deux
extensions qui le sont.
On démontre maintenant quelques résultats utiles pour la suite. Pour une
extension galoisienne finie N/K au-dessus de Qp, on désigne par Gi(N/K)
le i-ème groupe de ramification et par Gi(N) le groupe Gi(N/Qp).
Proposition 2.2.
(i) Toute sous-extension galoisienne d’une extension faiblement
ramifiée est faiblement ramifiée.
(ii) Soient A/Qp une extension galoisienne, B/Qp une extension non
ramifiée et E=A.B. Alors l’homomorphisme de restriction sW s|A induit un
isomorphisme de Gi(E) sur Gi(A) pour tout entier i \ 0.
Preuve. Soit s ¥ Gi(E), alors vE(s(x)−x) \ i+1 pour tout x ¥ OE.
Comme E/A est non ramifiée, on a aussi vA(s(x)−x) \ i+1 pour tout
x ¥ OA, si bien que sW s|A induit un homomorphisme de Gi(E) sur Gi(A).
Il est injectif car son noyau est Gi(E) 5Gal(E/A)={1}, donc |Gi(E)| [
|Gi(A)|. Comme DE=DA, la formule de Hilbert donne l’égalité:
C
i \ 0
(|Gi(E)|−1)=C
i \ 0
(|Gi(A)|−1)
ce qui entraîne |Gi(E)|=|Gi(A)| pour tout i \ 0, d’où (ii).
Soit N/K une extension faiblement ramifiée de groupe de Galois G et
soit M=NH où H est un sous-groupe distingué de G. On a alors
[15, IV3]:
(G/H)j(2) 4 G2H/H={1}
où j est la fonction de Herbrand de N/M. Or j(2) [ 2 et par conséquent
(G/H)2={1}, d’où (i). L
Corollaire 2.1. Soit f un entier supérieur ou égal à 1, alors toute sous-
extension de L.Qp{f} (resp. non contenue dans Qp{f}) est faiblement
ramifiée (resp. pure).
Preuve. Puisque L est pure, on déduit de la proposition 2.2 que
L.Qp{f} l’est aussi et, par (i), on sait que toutes ses sous-extensions M/Qp
sont faiblement ramifiées. On note e(A) le degré de ramification d’une
extension A deQp. On a e(L.Qp{f})=p donc e(M)=1 ou p, ce qui montre
le résultat. L
On est maintenant prêt à démontrer le résultat principal de cette partie,
annoncé dans l’introduction. On rappelle son énoncé.
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Théorème 1.1. Soit n \ 1 un entier divisible par p. Alors les extensions
pures de Qp de degré n sont les sous-extensions de degré n de L.Qp{n}
distinctes de Qp{n}.
Preuve. On sait par le corollaire 2.1 que toute sous-extension de
L.Qp{n} de degré n distincte de Qp{n} est pure. Il suffit donc de montrer
que toute extension pure de degré n est contenue dans L.Qp{n}. Pour cela,
on fixe A/Qp une extension pure de degré n.
Lemme 2.1. On a les égalités : G0(A)=G1(A) 4 Z/pZ.
Preuve. On pose e0=[G0(A) : G1(A)]. Puisque G1(A) ] G2(A) alors
e0=1 [15, IV2 corollaire 2 à la proposition 9]. En outre, G1(A)=
G1(A)/G2(A) est p-élémentaire (id. corollaire 3 à la proposition 7). De plus,
on sait par la version locale du théorème de Kronecker–Weber que A/Qp
est contenue dans une extension cyclotomique sauvage. Plus précisément, il
existe a \ 1 et m avec (p, m)=1 tels que A …Qp[pa+1m]. Puisque G0(A)
est un quotient de G0(Qp[pa+1m]) et que ce dernier groupe est isomorphe à
(Z/pa+1Z)*, on en déduit que G0(A) est cyclique, ce qui démontre le
lemme. L
On sait maintenant que n=pf avec p=e(A) et f=f(A) le degré
résiduel de A sur Qp. On écrit f=pbfŒ avec b \ 0 et (fŒ, p)=1. Soit
G=Gal(A/Qp). Puisque G est abélien, on le décompose en produit direct
de ses sous-groupes de Sylow et on obtient:
G=G(p)×GŒ
avec |G(p)|=pb+1 et |GŒ|=fŒ. On en déduit la décomposition A=
B.Qp{fŒ} où B/Qp est une extension pure de groupe de Galois isomorphe
à G(p). Comme précédemment, on a B …Qp[pa+1m]; on note G˜=Gal
(Qp[pa+1m]/Qp), G˜0 … G˜ le groupe d’inertie et H=Gal(Qp[pa+1m]/B).
En outre, Qp[pa+1m] est le compositum des extensions Qp[pa+1] et Qp[m]
qui sont linéairement disjointes sur Qp, et G˜0 4Gal(Qp[pa+1m]/Qp[m]).
On illustre la situation par le diagramme:
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Puisque G0(B) 4 G˜0/H 5 G˜0, on a |H 5 G˜0 |=pa−1(p−1), et donc:
H 5 G˜0=Gal(Qp[pa+1m]/L.Qp[m])
si bien que Gal(Qp[pa+1m]/L.Qp[m]) …H et, B … L.Qp[m]. On écrit
[Qp[m] : Qp]=pcr avec (p, r)=1, on a Qp[m]=Qp{pcr}. Puisque B/Qp
est une p-extension, on obtient que B … L.Qp{pc} (et donc c \ b). On est
ainsi ramené à la situation suivante:
B=(L.Qp{pc})H
où H est un sous-groupe de Gal(L.Qp{pc}/Qp) d’indice pb+1. Comme
B/Qp est ramifiée et comme Gal(L.Qp{pc}/Qp) est le produit direct d’un
groupe cyclique Cp d’ordre p par un groupe cyclique Cpc d’ordre pc, on sait
que Cp×{1}^ …H, donc le sous-groupe (Cp×{1}) H est d’ordre pc−b+1 et
se décompose en produit direct Cp×Cpc−b. On en déduit que soit c=b, soit
Hp=Cpc−b−1, ce qui entraîne soit B=L.Qp{pb}, soit B … L.Qp{pb+1}. On
conclut dans les deux cas que A … L.Qp{pb+1fŒ}=L.Qp{n}, ce qui achève
la démonstration du théorème. L
Corollaire 2.2. Soit n \ 1 un entier divisible par p. Alors il existe p
extensions pures de Qp de degré n. En outre:
(i) Si vp(n)=1, ce sont les extensions cycliques F.Qp{n/p} où F
parcourt l’ensemble des sous-extensions propres de L.Qp{p} distinctes
de Qp{p}.
(ii) Si vp(n) \ 2, on obtient l’extension (non cyclique) L.Qp{n/p} et
p−1 extensions cycliques.
Les p extensions pures de Qp de degré n sont les Ni (0 [ i [ p−1) du
diagramme:
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Preuve. On écrit n=pb+1fŒ avec b \ 0 et (p, fŒ)=1. D’après la
démonstration précédente, on sait qu’une extension convenable est de la
formeM.Qp{fŒ} avecM … L.Qp{pb+1}, ce qui ramène à chercher les sous-
groupes d’ordre p de Cp×Cpb+1 distincts de Cp×{1}. Le groupe Cp×Cpb+1
contient p2−1 éléments d’ordre p, d’où l’on déduit p+1 sous-groupes
d’ordre p et donc p sous-groupes convenables. Ils possèdent un générateur
de la forme uv avec u ¥ Cp et v ¥ Cpb+1 d’ordre p. Si u=1, on obtient le sous-
groupe {1}×Cp; si u ] 1, alors Cp×Cpb+1 se décompose en produit direct
OuvP×OwP où w est un générateur de Cpb+1 (en effet, si ce n’est pas le cas,
uv ¥ OwP et donc u ¥ OwP, ce qui est absurde). L’extension associée au cas
u=1 est L.Qp{pb}. Dans les autres cas, Cp×Cpb+1/H est donc
cyclique. L
Si vp(n)=1, on note que toute extension pure est ‘‘décomposée’’: c’est le
compositum d’une extension non ramifiée de Qp de degré n/p par une
extension pure de Qp de degré p. Si vp(n) \ 2, seule N0=L.Qp{n/p} est
décomposée; c’est donc la seule extension pure de degré n telle que G1 soit
facteur direct du groupe de Galois. Pour i \ 1, les Ni/Qp sont cycliques,
donc non décomposées. Dans ce dernier cas, l’hypothèse (H) de [6]
(partie 1), qui permet l’étude de la structure galoisienne d’un sous-réseau
de l’anneau d’entiers, ne peut pas être satisfaite.
Remarque 2.2. L.Qp{n}/Ni étant non ramifiée, on a toujours:
DNi=TrL.Qp{n}/Ni (DL.Qp{n}).
3. NOTATIONS
On introduit maintenant les notions utiles à la preuve du théorème 1.2.
3.1. La racine carrée de la codifférente
N/Q désigne une extension finie galoisienne de groupe de Galois G. Soit
DN la différente de cette extension. Son ordre en un premier ^ de N est
donné par la formule de Hilbert
ord^(DN)=C
i \ 0
|Gi(^)|−1 (1)
où Gi(^) est le i-ème groupe de ramification de N/Q en ^. On voit que cet
ordre est pair dès que tous les |Gi(^)| sont impairs, en particulier dès que
|G| est impair. Dorénavant, on suppose que l’extension N/Q est de degré
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impair. On définit alors AN l’idéal racine carrée de la codifférente de N par
la propriété:
A2N=D
−1
N
C’est un idéal stable sous l’action de G, dont on souhaite déterminer la
structure en tant que Z[G]-module. On trouve dans [10] une condition
nécessaire et suffisante pour qu’il soit localement libre, en termes de
ramification de l’extension.
Théorème 3.3 (Erez). AN est localement libre sur Z[G] si et seulement
si N/Q est faiblement ramifiée.
3.2. Hom-description du groupe des classes
On suppose désormais que N/Q est une extension galoisienne faiblement
ramifiée de degré impair. On note (AN) la classe de l’idéal racine carrée de
la codifférente dans le groupe de Grothendieck des Z[G]-modules locale-
ment libres Cl(Z[G]), dont Fröhlich a donné la description suivante
(cf. [12]):
Cl(Z[G]) 4
HomWQ (RG, J(E))
HomWQ (RG, E*) Det(U(Z[G]))
(2)
où, ayant fixé une clôture algébrique Qc de Q, RG est le groupe additif des
caractères virtuels de G dans Qc, E …Qc un corps de nombres ‘‘suffisam-
ment gros’’ pour contenir les valeurs des fonctions de caractères considé-
rées, J(E) désigne le groupe des idèles deE,WQ=Gal(Qc/Q) etU(Z[G])=
<p Zp[G]*. On rappelle brièvement la définition de l’application Det sur
Qp[G]* (pour plus de précisions, voir [12, I.2]).
Det: Qp[G]* Q HomWQ (RG, (E éQ Qp)*)
b=C
G
bg gWDet(b)
où Det(b) est défini sur les caractères q provenant d’une représentation T
de G par:
Detq(b)=det 1C
G
bgT(g)2 .
Les changements de groupes G induisent des homomorphismes naturels sur
les groupes de classes, qui se traduisent bien dans la description de
Fröhlich. En particulier, si H désigne un sous-groupe de G, l’extension
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des scalaires induit un homomorphisme de Cl(Z[H]) dans Cl(Z[G]). Il
découle par passage au quotient de l’homomorphisme
indGH : HomWQ (RH, J(E))0HomWQ (RG, J(E))
défini par
indGH(f)(q)=f(Res
G
H(q)), -q ¥ RG
où ResGH désigne la restriction de caractères de G à H. On utilisera
notamment dans les parties 4 et 5 l’inclusion suivante, pour toute extension
finie K de Qp d’anneau d’entiers OK:
indGH(Det(OK[H]*)) …Det(OK[G]*) (3)
On peut se reporter à [12, II, Théorème 12] pour plus de précisions.
3.3. Un représentant semi-local
On trouve un représentant de (AN) dans HomWQ (RG, J(E)) en considé-
rant les fonctions de caractères suivantes. Soit l un premier de Q. A tout
caractère q de G, on associe Tl(q) ¥ E* défini par:
Tl(q)=31 si l=.
yl(q) (somme de Gauss locale en l) sinon.
On désigne par Rl(q) l’idèle de E dont la p-composante est donnée par:
Rl(q)p=31 si p ] l(al | q) si p=l
où ap est une base de AN, p=AN éZ Zp sur Zp[G]. On obtient un
représentant de (AN) en considérant le produit:
D
l
RlT
−1
l
où E* est plongé diagonalement dans J(E). On va modifier ce représentant
dans le but de pouvoir utiliser les résultats du cas modéré de Taylor [18]
d’une part et de Erez [10] d’autre part. Soit k la seconde opération
d’Adams sur les caractères de G. C’est un homomorphisme de RG dans
lui-même, défini par:
k(q)(g)=q(g2) -q ¥ RG, g ¥ G.
Elle induit par dualité un endomorphisme Y sur Hom(RG, J(E)), on
désigne par T˜l l’application Y(Tl)/Tl.
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Soit S l’ensemble des diviseurs premiers de G et soit SW l’ensemble des
premiers de Q qui sont sauvagement ramifiés dans N/Q. Pour tout premier
l de Q avec l ¨ SW, on sait définir (voir [18, 3]) la somme de Gauss
modifiée Tgl . On désigne, pour tout l ¨ SW, par T˜gl l’application Y(Tgl )/Tgl .
On déduit de [18, 3] et de [10, théorème 3.6]:
Proposition 3.3. Soit f(l) (resp. f
g
(l)) l’application RlT˜
−1
l (resp. RlT˜
g
l
−1)
pour l ¥ SW (resp. l ¨ SW). Alors
f=D
l ¥ SW
f(l) D
l ¨ SW
fg(l)
est un représentant de (AN) dans HomWQ (RG, J(E)).
Pour g¥Hom(RG, J(E)), on note gp sa composante dans Hom(RG, Jp(E)),
où Jp(E)=(EéQ Qp)*. Ainsi fp désigne le produit
D
l ¥ SW
f(l), p D
l ¨ SW
fg(l), p
qui est à valeurs semi-locales (Jp(E) 4<p/p Egp ).
3.4. Du semi-local au local
On se reporte ici à [6]. On fixe pour tout premier p un plongement:
jp: Qc +Q
c
p.
Si L est un sous-corps de Qc, on désigne par Lp la fermeture de jp(L) dans
Qcp et on note encore jp l’homomorphisme d’algèbres induit:
L éQ Qp “ Lp .
La restriction de jp à N et E y définit des idéaux premiers que l’on note
respectivement ^ et p. Ainsi jp induit-il des isomorphismes de corps:
N^ (Np, Ep ( Ep .
Soit G(p) le groupe de décomposition de ^ dans N/Q. C’est un sous-
groupe de Gal(N/Q). Le morphisme de groupes:
WQp + WQ
wW (xW x jpwj
−1
p )
permet d’identifier les groupes Gal(Np/Qp) et G(p). Soit RG, p l’anneau
des caractères virtuels de G dans Qcp, alors l’application qW q
jp est un
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isomorphisme d’anneaux de RG sur RG, p. On obtient ainsi un homomor-
phisme de groupes
jgp : Hom(RG, Jp(E))0Hom(RG, p, E
g
p)
f- (qW f(q j
−1
p ) jp)
qui induit par restriction un homomorphisme:
HomWQ (RG, Jp(E))0HomWQp (RG, p, E
g
p)
lequel se factorise en l’isomorphisme de groupes [12, II, lemme 2.1]:
jgp :
HomWQ (RG, Jp(E))
Det(Zp[G]*)
4
HomWQp (RG, p, E
g
p)
Det(Zp[G]*)
.
Quelle est l’image du représentant semi-local fp de (AN) par j
g
p? Comme
dans [10], on sait qu’on peut choisir ap=(a^Œ)^Œ/p base de AN, p 4
<^Œ/p AN^Œ de sorte que a^Œ=0 pour ^Œ ]^ et a^=ap base de AN^
comme Zp[G(p)]-module. On sait par la proposition 5.1 de [10] que
l’égalité suivante est vraie modulo un élément de Det(Zp[G]*):
(ap | q) jp=(ap | q
jp
p ), -q ¥ RG
où qp désigne la restriction de q à G(p). On a alors
jgp(ap | .. )=ind
G
G(p)(ap | .. )
modulo un élément de Det(Zp[G]*) que l’on omettra dorénavant. On
examine maintenant jgp(T˜l). Il découle de la définition des sommes de Gauss
locales que
jgp(T˜l)(q)=T˜l(ql
j −1p ) jp, -q ¥ RG, p .
On en déduit que jgp(T˜l) ¥ indGG(l)(Hom(RG(l), p, Egp)). On a un résultat
analogue pour jgp(T˜
g
l ).
Notation. Par abus de language et pour améliorer la lisibilité du texte,
on notera parfois Tl en place de j
g
p(Tl) pour Tl=T˜l, T˜
g
l , yl, y
g
l ... .
Il suffit maintenant pour montrer le théorème 1.2 de démontrer que pour
tout nombre premier p:
jgp(fp) ¥Det(Zp[G]*).
C’est l’objet des deux prochaines parties.
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4. ÉTUDE AUX PLACES MODÉRÉES
4.1. Les places hors de S
Pour les places p ¨ S, Zp[G] est un ordre maximal de Qp[G] et on sait
que [12, I proposition 2.2]:
Proposition 4.4. Si M est un ordre maximal de Qp[G],
Det(M*)=HomWQ (RG, Up(E)).
Par ailleurs, le théorème 2 de [10] entraîne que si N/Q est faiblement
ramifiée, fp ¥HomWQ (RG, Up(E)). On déduit immédiatement de ces deux
résultats:
Lemme 4.2. Pour p ¨ S, jgp(fp) ¥Det(Zp[G]*).
4.2. Les places modérées de S
Lorsque p ¥ S0SW, on constate que jgp(fp) est un produit de facteurs de
trois types:
jgp(f
g
(p), p),
jgp(f
g
(l), p), l ] p, l ¨ SW,
jgp(f(l), p), l ¥ SW, (l ] p).
On note que les deux derniers facteurs cités se retrouvent aux places
sauvages (p ¥ SW, l ] p). Leur étude, bien que présentée dans cette partie,
sera donc conduite sans supposer que p est une place modérée. On com-
mence par l’étude du premier facteur.
Lemme 4.3. Soit p ¥ S0SW. Il existe une extension galoisienne modéré-
ment ramifiée Lp/Qp telle que
jgp(f
g
(p), p) ¥ indGG(p) Det(OLp[G(p)]*).
Preuve. Compte tenu des remarques faites dans le paragraphe 3.4,
on commence par observer que jgp(f
g
(p), p)=ind
G
G(p)(gp) où g ¥HomWQp
(RG(p), p, O
g
Ep ) est défini par:
gp(q)=(ap | q) T˜
g
p
−1(q), -q ¥ RG(p), p .
Comme dans la démonstration du lemme 8.4 (a) de [10], on reprend celle
du théorème 31 de [12] en remplaçant les théorèmes 23 et 25 de [12] par le
théorème 5.2 et l’égalité (6.3) de [10]; on obtient alors, en spécialisant
le théorème 31 à F=Qp, L=N^, C=G(p), j=jp et a=ap l’analogue
de ce théorème pour T˜gp en place de y* (et q en place de q
j), à savoir qu’il
existe une extension galoisienne modérément ramifiée Lp/Qp telle que
gp ¥Det(OLp[G(p)]*). L
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L’objet du lemme suivant est le comportement du deuxième facteur.
Lemme 4.4. Soit p ¥ S. Pour tout premier l, l ¨ SW et l ] p, il existe une
extension galoisienne non ramifiée Fl/Qp telle que
jgp(f
g
(l), p) ¥ indGG(l) Det(OFl[G(l)]*).
Preuve. On note d’abord que jgp(f
g
(l), p)=ind
G
G(l)(h
g
p) avec h
g
p(q)=
(T˜gl
−1)(q), pour tout q ¥ RG(l). Le théorème 3 de [18] assure que
ygl ¥Det(OQp[l][G(l)]*).
Les résultats de [5] (inclusions (2–7)) permettent alors d’affirmer que
Y(ygl ) ¥Det(OQp[l][G(l)]*)
et donc il en va de même pour hgp . On note enfin que Fl=Qp[l] est non
ramifiée sur Qp. L
On considère maintenant le troisième facteur jgp(f(l), p) avec p ¥ S, l ¥ SW,
l ] p. On suppose dorénavant—et jusqu’à la fin de cet article—que
l’hypothèse suivante est réalisée.
Hypothèse 4.1. On suppose que pour tout l ¥ SW, le groupe de
décomposition G(l) est abélien.
On peut donc décomposer G(l) en produit direct GŒ(l)×Gœ(l) où GŒ(l)
(resp. Gœ(l)) est le produit des q-sous-groupes de Sylow pour q ] l (resp. le
l-sous-groupe de Sylow) de G(l). Tout caractère irréductible q de G(l) se
décompose en un produit qŒqœ où qŒ (resp. qœ) est égal à la restriction de q
à GŒ(l) (resp. Gœ(l)). Puisque G0(l) … Gœ(l) (voir le lemme 2.1), le caractère
qŒ est non ramifié et donc f(q)=f(qœ). On en déduit que pour tout
caractère q irréductible de G(l), on a f(q)=f(qœ)=l2 (resp. 1) si qœ est
ramifié (resp. non ramifié). La théorie locale du corps de classes permet de
voir q, qŒ et qœ comme des caractères de Qgl . Par définition de la somme de
Gauss locale d’un caractère abélien [17, p. 94], on obtient:
yl(q)=˛1 si q est non ramifié
qŒ(l)−2 C
x
qœ(l−2x) kl(l−2x) si q est ramifié
où x parcourt un système de représentants de Zgl /(1+l
2Zl) et où l’on note
kl le caractère additif de Ql dans Qc*. On pose r(q)=r(qœ)=2 (resp. 0) si
q est ramifié (resp. non ramifié). On a donc:
jgp(f(l), p)=ind
G
G(l)(uv)
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où u=u1/Y(u1), u1 étant défini sur les caractères irréductibles de G(l) par
u1(q)=qŒ(l−r(q)) et où v=indG(l)Gœ(l) T˜l −1. Puisque kl(l−2x) est à valeurs dans
les racines l2-ièmes de l’unité, il existe une extension non ramifiée Ml de Qp
telle que yl ¥HomWMl (RGœ(l), p, O
g
Ep ). Mais comme p ] l, on a
HomWMl (RGœ(l), p, O
g
Ep )=Det(OMl[Gœ(l)]*) (4)
et par conséquent:
indG(l)Gœ(l) yl ¥Det(OMl[G(l)]*).
En outre, grâce à [5], on sait qu’il en est de même de Y(indG(l)Gœ(l) yl). On a
donc démontré:
Lemme 4.5. Il existe une extension non ramifiéeMl/Qp telle que
indGG(l)(v) ¥Det(OMl[G]*).
On examine maintenant le facteur u ¥HomWQp (RG(l), O
g
Ep ). Comme G(l)
est abélien, on a k(q)=q2=qŒ2qœ2 pour tout caractère irréductible q=
qŒqœ de G(l). On en déduit:
u(q)=qŒ(l r(q)).
On a le résultat suivant:
Lemme 4.6. Il existe t ¥ Zp[G(l)]* tel que u=Det(t).
Preuve. On décompose G(l) en produit direct de trois sous-groupes
G(l)=H1×H2×H3
avec H1=Gœ(l) le l-sous-groupe de Sylow de G(l), H2 le produit des
q-sous-groupes de Sylow avec q ] p et q ] l, H3 le p-sous-groupe de Sylow
de G(l). On observe que si H3={1}, le résultat est immédiat par un
argument similaire à (4). On suppose donc que H3 ] {1}. Tout caractère q
de G(l) se décompose en un produit q=qœq2q3 avec les notations précé-
dentes. On pose m=|H1 | . |H2 | (on a (m, p)=1). On se donne un système
de représentants {h1, h2, ..., hr} des orbites des caractères de H1H2 sous
l’action de WQp (si h et j sont dans la même orbite, on écrit h ’ j). On
pose:
eh=
1
m
C
h ¥H1H2
h(h−1) h et ei= C
h ’ hi
eh .
Puisque (m, p)=1, on note que ei ¥ Zp[H1H2], 1 [ i [ r et que l’on a:
1=; r1 ei, ei 2=ei et eiej=0 si i ] j. On note aussi que si hi=qœj avec qœ
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caractère de Gœ(l), alors si qœ est ramifié (resp. non ramifié), tous les
éléments de l’orbite de hi ont la même propriété. On ordonne les ei de
façon à ce que les ei, 1 [ i [ s (resp. les ej, s+1 [ j [ r) soient associés à un
hi ramifié (resp. non ramifié). Si q ¥ G(l)5 , q=hq3 avec h ¥H1H25 , alors
q(ei)=31 si h ’ hi0 sinon
Par la théorie du corps de classes, on associe à l2 un élément de G(l). On
note s sa composante sur H2H3. On pose maintenant:
t=s C
s
1
ei+C
r
s+1
ej .
On note que t ¥ Zp[G(l)]. De plus, il est inversible et son inverse est
s−1; s1 ei+; rs+1 ej. Soit q=qœqŒ avec qŒ=q2q3. On a:
Detq(t)=q(s) C
s
1
q(ei)+C
r
s+1
q(ej).
On note que q(s)=qŒ(l2). En outre, si q est ramifié, il existe i0, 1 [ i0 [ s
tel que qœq2 ’ hi0 et donc on a: ; s1 q(ei)=q(ei0 )=1, ; rs+1 q(ej)=0. Si q
est non ramifié alors qœq2 ’ hj1 avec s+1 [ j1 [ r et ; s1 q(ei)=0,
; rs+1 q(ej)=q(ej1 )=1. On a ainsi démontré que u=Det(t). L
On déduit des lemmes 4.5 et 4.6:
Lemme 4.7. Soit p ¥ S. Pour tout nombre premier l ¥ SW, l ] p, il existe
Ml/Qp non ramifiée telle que j
g
p(f(l), p) ¥ indGG(l)(Det(OMl[G(l)]*)).
On est maintenant en mesure de conclure aux places modérées. Pour
p ¥ S0SW, on déduit des lemmes 4.2, 4.3 et 4.6 qu’il existe une extension
modérément ramifiée V/Qp telle que:
jgp(fp)=j
g
p(f
g
(p), p) D
l ¨ SW
l ] p
jgp(f
g
(l), p) D
l ¥ SW
jgp(f(l), p)
appartienne à Det(OV[G]*). On utilise le théorème des points fixes de
Taylor [18, théorème 6] pour conclure:
Théorème 4.4. Soit p un nombre premier, p ¨ SW. Alors
jgp(fp) ¥Det(Zp[G]*).
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5. LES PLACES SAUVAGES
On se place désormais dans le cas où p ¥ SW. On dispose des lemmes 4.4
et 4.7 pour l ] p. Le cœur du problème est donc l’étude de jgp(f(p), p). On
note C=Gal(Np/Qp) (donc C s’identifie à G(p)) et on écrit j
g
p(f(p), p)=
indGC h(p) avec:
h(p)(q)=(ap | q) j
g
p(yp)(q−k(q)) -q ¥ RC, p .
5.1. Calcul de la somme de Gauss
On se penche d’abord sur le deuxième facteur de h(p) que l’on écrit yp en
place de jgp(yp). Soit q un caractère de C, la théorie locale du corps de
classes en fait un caractère de Qgp et on a
yp(q)=˛1 si q est non ramifié
q(p)−2 C
x
q(x) kp(p−2x) si q est ramifié
où x décrit un système de représentants de Zgp/(1+p
2Zp). On suppose
maintenant que q est ramifié. Tout x ¥ Zgp s’écrit de façon unique
x=u(1+pw)(1+p2y) avec 0 < u < p, 0 [ w [ p−1 et y ¥ Zp. Comme q
est trivial sur 1+p2Zp, q(x)=q(u(1+pw))=q(u) q(1+pw). On pose z=
kp(1/p2) (c’est une racine primitive p2-ième de l’unité). On a:
yp(q)=q(p−2) C
1 [ u [ p−1
0 [ w [ p−1
q(u) q(1+pw) zu(zpu)w.
Puisque 1+pw — (1+p)w mod p2Zp, alors q(1+pw)=q(1+p)w, si bien
que
yp(q)=q(p−2) C
1 [ u [ p−1
q(u) zuB(u, q)
avec B(u, q)=;0 [ w [ p−1 (q(1+p) zpu)w. Puisque q est trivial sur 1+p2Zp
et non identiquement égal à 1 sur 1+pZp, il existe un unique entier u(q)
avec 1 [ u(q) [ p−1, tel que:
q(1+p)=z−pu(q). (5)
On a alors B(u, q)=0 (resp. p) si u ] u(q) (resp. si u=u(q)) et on obtient:
yp(q)=pq(p−2) q(u(q)) zu(q).
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Remarque 5.1. On pourrait retrouver cette formule à partir de celle
donnée dans la preuve du corollaire 1 de [17, p. 97] pour les constantes
locales de l’équation fonctionnelle des fonctions L de caractères abéliens de
conducteur p2.
On en déduit le résultat suivant.
Lemme 5.8.
yp(q−k(q))=31 si q est non ramifié
q(p2/4u(q)) z−u(q) si q est ramifié
Preuve. On suppose q ramifié. Comme C est abélien, on a k(q)=q2.
De plus, puisque q2(1+p)=z−2pu(q), u(q2) vaut 2u(q) ou 2u(q)−p. Le
résultat est immédiat dans le premier cas. Si u(q2)=2u(q)−p=2u−p, on
trouve que
yp(q−k(q))=q(p2/4u) q(1+p/(2u−p))2 zp−u.
Soit v=1/(2u−p)=;i \ 0 vi p i avec 0 [ vi [ p−1. On a 1+pv — 1+pv0 —
(1+p)v0 mod=p2Zp donc
q(1+p/(2u−p))2=q(1+p)2v0=z−pu2v0
en utilisant (5). On conclut en notant que 2uv0 p — p mod p2Zp. L
Le calcul de la résolvante demande de faire une étape supplémentaire.
5.2. Le cas décomposé
On sait par le théorème 1.1 et l’hypothèse 4.1 que Np est l’une des sous-
extensions ramifiées de degré n=[Np : Qp] de L.Qp{n}. Dans ce para-
graphe, on considère le cas où Np=L.Qp{n/p}. On a alors C=Cp×Cn/p
et, pour tout caractère q de C, on peut écrire q=q1q2 où q1 (resp. q2) est
égal à la restriction de q au premier (resp. second) facteur de C. Comme q2
est non ramifié, on sait que
yp(q1q2)=q2(p−r(q1)) yp(q1)
où r(q1)=2 si q1 est ramifié, 0 sinon. Comme C est abélien, on en tire:
yp(q−k(q))=q2(p r(q1)) yp(q1−k(q1)). (6)
On déduit du lemme 5.8 que pour q ramifié,
yp(q1−k(q1))=q1(p2/4u(q1)) z−u(q1) (7)
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en remarquant que u(q)=u(q1). On s’intéresse au premier facteur de (6).
Soit l un premier distinct de p. Comme dans la démonstration du lemme
4.6, on considère
t=s C
p−1
i=1
ehi+e1 ¥ Zl[C]*
où h est un caractère de Cp qui engendre C1p, ehi est l’idempotent associé
au caractère h i, e1 est l’idempotent associé au caractère trivial de Cp, et
s ¥ Cn/p correspond à p2 par l’application d’Artin. On a alors:
q2(p r(q1))=Detq(t). (8)
Soit t(p) l’élément de HomWQ (RC, O
g
E) défini par t(p)(q)=q2(p
r(q1)). On
déduit de (8) que n(p)=ind
G
C t(p) appartient à HomWQ (RG, O
g
E) et vérifie,
pour tout l ] p:
jgl (n(p)) ¥Det(Zl[G]*).
Le résultat suivant traduit en termes locaux le fait que les fonctions
équivariantes de caractères à valeurs dans E* correspondent à la classe
triviale de Cl(Z[G]) via l’isomorphisme (2) de la hom-description de
Fröhlich.
Lemme 5.9. Soit k ¥HomWQ (RG, O
g
E). On note kl la composée de k avec
le plongement diagonal E*+ Jl(E) et on suppose que pour tout premier l
distinct de p, jgl (kl) ¥Det(Zl[G]*). Alors fk−1 est encore un représentant de
(AN). De plus, pour toute extension F de Q contenue dans E, on a les
équivalences:
jgl ((fk
−1)l) ¥Det(OFl[G]*)Z j
g
l (fl) ¥Det(OFl[G]*) pour l ] p
jgp((fk
−1)p) ¥Det(OFp[G]*)Z j
g
p
1fp
kp
2 ¥Det(OFp[G]*).
On en déduit que pour prouver que jgp(f(p), p) ¥Det(OFp[G]*), où Fp est
une extension de Qp contenue dans Ep, il suffit d’établir:
q ¥ RC, p W (ap | q) yp(q1−k(q1)) ¥Det(OFp[G]*). (9)
On en vient au calcul de la résolvante. On remarque que
ANp 4AL éZp OQp{n/p}
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si bien que ap=a é b, où ap, a et b sont respectivement des bases locales
de ANp comme Zp[C]-module, de AL comme Zp[Cp]-module et de OQp{n/p}
comme Zp[Cn/p]-module. On vérifie:
(ap | q)=(a | q1)(b | q2). (10)
Comme Cn/p est abélien, on a
(b | q2)= C
s ¥ Cn/p
bsq2(s−1)=Detq2 1 C
s ¥ Cn/p
bss−12
et donc, par [12], proposition I.4.3 et à l’aide de (3)
qW (b | q2) ¥Det(OQp{n/p}[C]*) (11)
avec Qp{n/p}/Qp non ramifiée. On étudie maintenant (a | q1).
Lemme 5.10. Soit q1 un caractère de Cp. On note t la racine p-ième de
l’unité égale à zp. Il existe une base locale a de AL comme Zp[Cp]-module et
un entier v(q1) avec 0 [ v(q1) [ p−1 tels que:
(a | q1)=31 si q1 est non ramifié
zu(q1)tv(q1) si q1 est ramifié.
Preuve. On sait par [11] que a=1p (1+TrQp[p2]/L(z)) est une base de
AL. Soit r un entier tel que OrP soit d’ordre p−1 dans (Z/p2Z)*, alors:
a=
1
p
(1+z+z r+·· ·+z r
p−2
).
On doit maintenant calculer (a | q1)=;h ¥ Cp ahq1(h−1). Soit h ¥ Cp …
Gal(Qp[p2]/Qp). On choisit un wŒ ¥Gal(Qp./Qp) … WabQp égal à h modulo
WabQp[p2]. On sait par la remarque 1 de [13, p. 44], que
wŒ=(up(w), Qgp)
où ( . , Qgp) est l’application d’Artin, w=jpwŒj−1p ¥ WabQ et up(w) ¥ Zgp est
tel que, si g est une racine de l’unité d’ordre une puissance de p, alors
gw
−1
=gup(w). De plus, le théorème 2 de [16, 3.1, p. 146], donne l’action de
(up(w), Q
g
p) sur Qp.. Il découle de ces deux résultats que z
h=zwŒ=zup(w
−1).
Par ailleurs, on a q1(h−1)=q1(up(w−1)) et on note que, puisque hp=1, on
peut écrire up(w−1)=1+pw+p2x avec x ¥ Zp et w ¥ {0, 1, · · · , p−1}. On
en déduit:
zh=z1+wp et q1(h−1)=q1(1+wp)=q1(1+p)w.
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De plus, pour q1 ramifié, on a q1(1+p)=z−pu(q1). On en déduit:
(a | q1)=
1
p
C
p−1
w=0
(t−u(q1) w+zt (1−u(q1)) w+·· ·+z r
p−2
t (r
p−2−u(q1)) w)
=
1
p
C
p−1
w=0
t−u(q1) w+
1
p
C
p−2
k=0
z r
k 1 Cp−1
w=0
t (r
k−u(q1)) w2 .
z
0 0 si rk – u(q1) mod p
Soit k l’unique entier tel que 0 [ k [ p−2 et rk — u(q1) mod p. Alors
(a | q1)=zu(q1)tv(q1)
où v(q1) est tel que 0 [ v(q1) [ p−1 et v(q1) —
rk−u(q1)
p modp.
Enfin, si q1 est non ramifié, on trouve (a | q1)=
1
p;w(1+;k z r
k(1+wp))=1,
ce qui termine la preuve du lemme. L
On considère l’application j ¥HomWQp (RCp, p, O
g
Ep ) définie sur q1 ¥ RCp, p
par:
j(q1)=(a | q1) yp(q1−k(q1))
On sait par [10], théorème 2’, que j ¥Det(M*), où M est l’ordre maximal
de Qp[Cp] contenant Zp[Cp]. Dans la situation présente, on en tire le
résultat:
Lemme 5.11. j ¥Det(Zp[Cp]*).
Preuve. On déduit du lemme 5.10 et de l’égalité (7) que pour tout
q1 ¥ RCp, p :
j(q1)=31 si q1 est non ramifié
q1(p2/4u(q1)) tv(q1) si q1 est ramifié
Soit e1 le caractère trivial de Cp. Puisque q1 est à valeurs dans les racines
p-ièmes de l’unité, on observe que
j(q1− e1)=j(q1) — 1 modP (12)
où P=(1−t) est l’idéal maximal de l’anneau Zp[t]. Or on a une injection
Zp[Cp]+ Zp À Zp[t] 4M
C ng gW 1C nge1(g), C ngh(g)2
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où h est le caractère de Cp tel que h(g)=tg via l’identification Cp 4 Z/pZ.
Pour (a, b) ¥M, on a l’équivalence:
(a, b) ¥ Zp[Cp]Z a — b modP
En effet, si (a, b) ¥ Zp[Cp], alors a=; ng et b=; ngh(g) pour des ng ¥ Zp
et donc a−b=; ng(1−h(g)) ¥P. Si a — b modP et b=; ngtg, alors
a —; ng modP et a−; ng ¥P 5 Zp=pZp. Soit c ¥ Zp tel que a=pc+
; ng. On pose n −g=ng+c, alors:
a=C n −g et b=C n −gtg
et (a, b) ¥ Zp[Cp].
Soit u=(a, b) ¥M* tel que j=Det(u). Alors a=j(e1) et b=j(h). On
tire de (12):
a — b modP
si bien que u ¥ Zp[Cp]* et j ¥Det(Zp[Cp]*). L
On déduit immédiatement de ce lemme que indCCp j ¥Det(Zp[C]*) puis,
grâce à (10) et (11):
q ¥ RC, p W (ap | q) yp(q1−k(q1)) ¥Det(OQp{n/p}[C]*).
Il ne reste qu’à reprendre (9) pour en déduire:
Lemme 5.12. On suppose Np=L.Qp{n/p}, alors il existe une extension
non ramifiée Bp/Qp telle que h(p) ¥Det(OBp[C]*).
5.3. Le cas général
On traite maintenant le cas général, c’est-à-dire que Np est l’une quel-
conque des sous-extensions ramifiées de degré n de L.Qp{n}=N˜p. On
remarque que N˜p/Qp est faiblement ramifiée et décomposée et que N˜p/Np
est non ramifiée. On note C le groupe de Galois de Np/Qp et C˜ celui de
N˜p/Qp. D’après le lemme 5.5, on sait qu’il existe une extension non
ramifiée B˜p/Qp telle que l’application h˜(p) associée à N˜p/Qp vérifie:
h˜(p) ¥Det(OB˜p[C˜]*).
De plus, puisque C est un quotient de C˜, on a l’application
Hom(RC˜, O
g
E) Q Hom(RC, O
g
E)
jW jŒ
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avec, pour tout caractère q de C, jŒ(q)=j(Inf C˜C(q)). On veut connaître
l’image h˜ −(p) de h˜(p) par cette application. Or, pour q˜ ¥ RC˜, p,
h˜(p)(q˜)=(a˜p | q˜) yp(q˜−k(q˜))
où a˜p est une base de AN˜p . On sait que, pour q ¥ RC, p, yp(Inf
C˜
C(q))=yp(q)
et, comme N˜p/Np est non ramifiée,
(a˜p | Inf
C˜
C(q))=C
g ¥ C˜
a˜p
g Inf C˜C(q)(g
−1)=(TrN2/N(a˜p) | q)=(ap | q)
grâce à la remarque 2.2, valable aussi pour la racine carrée de la
codifférente. On a donc h˜ −(p)=h(p). On en déduit, à l’aide des propriétés
fonctorielles:
h(p) ¥Det(OB˜p[C]*)
puis jgp(f(p), p) ¥Det(OB˜p[G]*) avec B˜p/Qp non ramifiée. Conjointement
avec les lemmes 4.4 et 4.7, ceci entraîne qu’il existe une extension modéré-
ment ramifiéeW/Qp telle que:
jgp(fp) ¥Det(OW[G]*).
Il ne reste qu’à appliquer le théorème des points fixes pour en déduire:
Théorème 5.5. Soit p un nombre premier, p ¥ SW. Alors
jgp(fp) ¥Det(Zp[G]*).
Conjointement avec le théorème 4.4, ce résultat entraîne le théorème 1.2.
6. EXEMPLES D’EXTENSIONS FAIBLEMENT RAMIFIÉES
6.1. Un exemple satisfaisant les hypothèses du théorème 1.2
On donne ici un exemple d’extension galoisienne de degré impair de Q,
non abélienne, faiblement et sauvagement ramifiée en 3, à groupe de
décomposition en 3 abélien. Cet exemple a été porté à l’attention de l’au-
teur par B. Allombert. Pour réaliser le groupe non abélien d’ordre 27
d’exposant 9 comme groupe de Galois d’une extension galoisienne N/Q,
les tables du logiciel Magma [3] donnent le polynôme:
x9−x8−32x7+84x6−14x5−112x4+84x3−4x2−8x+1
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Son corps de décomposition N/Q a pour équation:
x27−3x26−120x25+509x24+4722x23−27144x22−61224x21
+581982x20−87738x19−5555987x18+6703416x17+25769718x16
−49229658x15−59710338x14+164739690x13+60931548x12
−294582501x11−1830519x10+289590417x9−45379521x8
−151838064x7+33431940x6+39296016x5−9058554x4
−4214349x3+866052x2+137781x−19683.
Le discriminant de N/Q est 336×7324 et le degré de ramification et l’indice
d’inertie de 3 dans N/Q sont égaux à 3. Il s’ensuit que les groupes de
décomposition des premiers de ON qui divisent 3 sont d’ordre 9; ils sont
donc abéliens. Enfin, l’ordre de chacun des premiers de ON qui divisent 3
dans la différente DN est égal à 36/(3×3)=4 et la formule de Hilbert (1)
permet de conclure que 3 est faiblement ramifié.
6.2. Un exemple avec groupe de décomposition non abélien
On utilise ici un exemple tiré de la thèse de S. Monier–Derviaux [14,
exemple 5.4]. Elle considère le problème de plongement suivant : soit L1
(resp. L2) l’extension cubique galoisienne de Q définie par le polynôme
irréductible x3−21x−7 (resp. x3−39x−26) et L=L1 .L2 le compositum.
Il s’agit de plonger L/Q dans une extension galoisienne D/Q avec
[D : L]=3. Alors D est le corps de décomposition du polynôme:
p(x)=x9−105x7−147x6+3276x5+6279x4−35581x3
−63882x2+131313x+164437.
De plus, le groupe de Galois de D/Q est non abélien d’ordre 27 d’exposant
9; le discriminant du corps de rupture R=Q[x]/(P(x)) est 312×78×134 et
le degré de ramification et l’indice d’inertie de 3 dans R/Q sont égaux à 3.
L’étude de la ramification en 3 dans D/Q menée dans [20] montre que 3 y
est faiblement ramifié, avec e(D/Q, 3)=9. Cela entraîne que le groupe de
décomposition en 3 est égal au groupe de Galois de D/Q, et donc il est non
abélien.
Cependant, des calculs utilisant l’implémentation récente dans le logiciel
PARI [2] d’un algorithme donnant explicitement les automorphismes
d’une extension galoisienne de Q, dû à Allombert [1], permettent de
trouver des bases normales de AD parmi les orbites sous l’action de
Gal(D/Q) des vecteurs minimaux (de norme 3) du réseau obtenu en
munissant AD de la forme trace.
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Jusqu’à présent, tous les exemples d’extensions faiblement ramifiées de
groupe de Galois isomorphe à C9 z C3 étudiés par l’auteur ont permis de
trouver une base normale de la racine carrée de la codifférente. Il semble
probable que AN soit toujours un Z[G]-module libre lorsque N est une
extension faiblement ramifiée de Q de groupe de Galois G et de degré une
puissance de p avec p premier impair.
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